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1. はじめに

現代において，金融活動は世界規模で相互に影響しており，幾度の金融危機によ

り，我々の生活は直接的にしろ，間接的にしろ，少なからず影響を受けている．これら

の金融危機を教訓として，我々は個人の資産を自らの手で守る必要が出てきている．

このような意識改革が進むにつれ，正しく資金を運用し，リスク管理を行う投資の重要

性が再認識され始めているが，一般的に投資とは，将来に見込める報酬を期待してコ

ストを支払うことであり，多くの場合リスクが伴う．その資産運用の重要性を指摘し，最

適な資産運用を数理的に議論する枠組みである，ポートフォリオ最適化問題を初めて

提唱したのは Markowitz である．この先駆的な研究に追随する研究が現在もなお，

多数報告されている ．そんな中，近年，学際領域的な研究分野で開発された解析手

法である，レプリカ解析や確率伝搬法，ランダム行列理論などを用いて，複雑系研究

の視点から，ポートフォリオ最適化問題を解析する研究が活発に行われている．このよ

うな研究アプローチの中で重要な研究の 1 つとして，Cilibert らは予算制約付きのポ

ートフォリオ最適化問題の最適解を解析するために，この分散投資システムを

Boltzmann 分布で記述し，その絶対零度極限で基底状態(つまりこの最適化問題の

最適解)を評価できることを用いて，絶対偏差モデルや期待ショートフォールモデルの

最小投資リスクを解析した．また Caccioli らはレプリカ解析を用いて L2 正則化項付き

の期待ショートフォールモデルやその特殊ケースである最大ロスモデルのリスク関数

最小化問題を解析し，最適な投資戦略の典型的な振る舞いを調べた．次に Pafka ら

は銘柄間の収益率に対する真の共分散(行列)を Cholesky 分解した下三角行列の各

成分のランダム加重和が満たす共分散行列で定義される投資リスクやインサンプルリ

スクなどのふるまいをランダム行列の漸近固有値分布を用いて議論した．Shinzato は

ポートフォリオ最適化問題の一つである平均分散モデルに対して，最小投資リスクや

その集中投資度が自己平均性を満たすことを大偏差原理を用いて示し，さらに確率

最適化の視点から最小投資リスクと従来のオペレーションズリサーチで議論されている

最小期待投資リスクを比較し，従来の資産運用方法では投資リスクを最小にすること

ができないことを指摘した．また Shinzato らは確率推論で広く用いられている確率伝

搬法を用いて，予算制約が課されたポートフォリオ最適化問題の最適解を従来の計

算量(銘柄数の 3 乗に比例)よりも少ない計算量(銘柄数の 2 乗に比例)で求めることが

できる求解アルゴリズムを導出し，さらにアニール系の議論から導かれた Konno-
Yamazaki 予想がクエンチ系でも成り立つことを確認した．さらに Shinzato は先行研

究の議論を発展させ，各銘柄の収益率の分散が一定とは限らない場合の，予算制約

が課された投資リスク最小化問題において，レプリカ解析と確率伝搬法を用いて最適

解のふるまいを議論した．また Shinzato はレプリカ解析を用いて予算制約と空売り規

制が課された投資リスク最小化問題を解析し，この分散投資システムが相転移構造を

有していることを示し，さらに確率伝搬法に基づいて最適解を導出するアルゴリズムを
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導出した．Kondor らは予算制約と空売り規制が課され，収益率の分散が銘柄ごとに

異なる場合の投資リスク最小化問題をレプリカ解析を用いて同様に解析し，相転移構

造を有していることを再確認した．また Shinzato は先行研究の議論を発展させ，レプ

リカ解析を用いて予算制約と集中投資度制約が課された投資リスク最小化問題を調

べ，さらに双対構造に着目し，予算制約と投資リスク制約が課された期待収益最大化

問題を議論した．それに加えて，Shinzato は先行研究の議論を発展させ，各銘柄の

収益率の分散が一定である場合の，予算制約と期待収益制約が課された投資リスク

最小化問題をレプリカ解析を用いて議論し，さらに予算制約と投資リスク制約が課され

た期待収益最大化問題も同様に解析し，双対構造の重要性を指摘した．さらに

Varga-Haszonits らは予算制約と期待収益制約が課された特殊なリスク関数(収益と

そのサンプル平均との偏差に対する標本分散)の最小化問題をレプリカ解析を用いて

同様に議論し，さらにレプリカ解析で求まった RS 解の安定性解析を行った．

これまで先行研究の議論を発展させた研究がいくつか行われているが，それらを有

機的につなげることで更なる未解決な問題を解決することができる．つまり先行研究で

は各銘柄の収益率の分散が一定である場合の予算制約と期待収益制約が課された

投資リスク最小化問題を議論し，先行研究では各銘柄の収益率の分散が一定とは限

らない場合の予算制約が課された投資リスク最小化問題を議論しており，これらの自

然な拡張として，各銘柄の収益率の分散が一定とは限らない場合の予算制約と期待

収益制約が課された投資リスク最小化問題を同様に解析することができる．さらに先

行研究では各銘柄の収益率の期待値となるハイパー変数が各々独立で同一の正規

分布に従う場合に限定しており，これも同様に拡張することができる．そこで本研究で

は，先行研究の議論に倣い，レプリカ解析を用いて各銘柄の収益率の期待値となるハ

イパー変数や各銘柄の収益率の分散となるハイパー変数が従う分布が特定の分布族

に限定しない場合の予算制約と期待収益制約が課された投資リスク最小化問題を解

析し，最小投資リスクとその集中投資度，そしてシャープ比を解析的に求める．またシ

ャープ比に対して成り立つ定理や機会損失に対する関係式を導き，数理ファイナンス

におけるマクロ理論 (熱力学的関係式) を提案する．

2. 問題設定と主要な結果

ここで𝑁銘柄が取引されている空売り規制のない投資市場を考える．銘柄𝑖(=
1,2,⋯ , 𝑁)の収益率xiは各々独立に平均E[𝑥] = 𝑟と分散V[xi]=viを持つ確率分布に

従っていると仮定する．また𝑝期間の投資期間に発生する収益率を，例えば銘柄𝑖の期

間における収益率を𝑥ఓで表すことにする．さらに銘柄𝑖のポートフォリオを𝑤で表し，



4

𝑁銘柄全体を𝑤ሬሬ⃗とする．先行研究と同様に本研究でも空売り規制がないため，ポートフ

ォリオは実数全体を取りうることに注意する．それに加えて，ポートフォリオ𝑤ሬሬ⃗は予算制

約と期待収益制約が課せられており，それぞれは，

𝑵 =  𝒘 𝒊

𝑵

𝒊ୀ𝟏

𝑵𝑹 =  𝒓𝒊

𝑵

𝒊ୀ𝟏

𝒘 𝒊

で表すことにする．ただし Eq. (1)は予算制約を， Eq.(2)は期待収益制約を表す．ま

た Eq.(2)の係数𝑅は期待収益を規定する係数とする．

このとき，この 2 つの制約が課されたポートフォリオ𝑤ሬሬ⃗の投資期間中に発生する投資

リスクH(𝑤ሬሬ⃗|𝑋)を

H(𝑤ሬሬ⃗|𝑋) =
1
2
𝑤ሬሬ்⃗𝐽𝑤ሬሬ⃗

で表すことができる．ただし収益率行列𝑋とし，行列𝐽の成分が

𝐽=
1
𝑁  𝑥ఓ𝑥ఓ



ఓୀଵ

となる行列を用いた．また以下の議論が容易にするため，便宜上係数
ଵ
ଶ
を用いた．

我々は先行研究と同様にこの 2 つの制約が課された投資リスクの最小化問題を解くこ

とにする．詳細な議論は成果物を参照されたい．

本研究ではこの最適化問題に対して，1 銘柄当たりの最小投資リスクε = ଵ
ே
H(𝑤ሬሬ⃗|𝑋)

とその集中投資度q୵ = ଵ
ே
∑ 𝑤

ଶே
ୀଵ ，シャープ比𝑆= ோ

√ଶக
をそれぞれ

ε =
𝛼− 1
2

𝑠ଶቆ1 +
(𝑅 − 𝑚 )ଶ

𝜎ଶ
ቇ

q୵ =
𝛼

𝛼− 1
𝑠ଶ ቆ1 +

(𝑅 − 𝑚 )ଶ

𝜎ଶ
ቇ
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𝑆=
𝑅

ට(𝛼− 1)𝑠ଶ൬1 + (𝑅 − 𝑚 )ଶ
𝜎ଶ ൰

として求めた．ただし𝑤ሬሬ⃗は最適解とし，とし，シャープ比は 1 銘柄当たりの期待収益と 1
銘柄当たりの投資リスクの 2 倍の平方根の比で定義される評価指標である．ちなみに

投資リスクが一定であれば期待収益が大きい方が，期待収益が一定であれば投資リス

クが小さい方が，最良の投資戦略であると考えられるため，できるだけシャープ比の大

きい投資戦略が望ましいことから，シャープ比も投資戦略の指標の 1 つとなることが分

かる．

3. その他の結果

本研究で取り上げるポートフォリオ最適化問題では，予算制約・期待収益制約が課

された投資リスク最小化問題の最適解の振る舞いを解析し，シャープ比における特徴

的な 3 点において，ピタゴラス定理が成り立つことを示した．さらに上記の最適化問題

を主双対問題として再定式化することで，期待収益最大化問題も解析し，同様のピタ

ゴラス定理を導出することに成功した．加えて，両問題に対する機会損失のマクロな関

係式を解析的に求めることができた．

本申請研究の成果の波及効果として，経済物理学的手法を用いて，ポートフォリオ

最適化問題のボトムアップ理論を構築することで，ポートフォリオ最適化問題の新たな

フロンティアを創成できることが期待される．さらに得られた結果を下に投資家に対し

て有益な知見を提供することで，不確実な投資において安定的な投資行動を実現で

きることが期待される．

4. まとめ

本研究では，先行研究で議論された，各銘柄の収益率の分散が一定で，収益率の

期待値となるハイパー変数が正規分布に従う場合の予算制約と期待収益制約が課さ

れた投資リスク最小化問題を拡張し，各銘柄の収益率の分散となるハイパー変数や収

益率の期待値となるハイパー変数が従う分布を限定しない場合の予算制約と期待収

益制約が課された投資リスク最小化問題を議論した(数値実験では妥当性を示すため

にハイパー変数の分布を限定したが)．レプリカ解析を用いて，上記の最適化問題の 1
銘柄当たりの最小投資リスクや集中投資度，シャープ比を解析的に求めた．さらに先

行研究で議論された結果や Lagrange 未定乗数法から得られた結果，さらに数値実

験で得られた結果と比較し，レプリカ解析に基づいた提案手法の有効性を確認した．
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それに加えて，のシャープ比のピタゴラス定理や機会損失の関係などのマクロな関係

式を導出した．またオペレーションズリサーチで従来から議論されている最小期待投

資リスクに対応した最適解は最小投資リスクに対応した最適解とは一致せず，1 以上

の機会損失を被っていることから，不幸な帰結として，合理的な投資家が期待する最

適資産運用を提供できないことを確認した．一方で，幸運なことに，これまでの学際領

域的研究により，情報統計力学で開発された解析手法を用いた議論を通して，合理

的な投資家が期待する知見が徐々に明らかになっており，引き続き未踏のフロンティ

アを開拓する必要があるだろう．

今後の課題として，本研究では我々が得られたマクロな変数間の関係式について，

十分な議論はしてこなかったが，数理ファイナンスをリッチな知識体系に洗練されるた

めにも，シャープ比のピタゴラス定理の幾何学的解釈を与える必要があるだろう．さら

にシャープ比のピタゴラス定理や機会損失の関係以外にも数理ファイナンスのマクロ

理論を構築する必要もあるだろう．
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